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Resumen

Exploramos una interpretacién del ritmo euclidiano E(k,n) aplicada a
un subconjunto de estructuras enumeradas por los nimeros de Motzkin
M,,. Esta conexién permite una lectura ritmica y melédica de dichas
configuraciones, integrando elementos de la teoria musical con conceptos
de la combinatoria discreta, y abriendo posibilidades para su aplicacién en
composicién algoritmica y live coding.

1. Introduccion

Dados n puntos equidistantes sobre un circulo, los niimeros de Motzkin enumeran
las M,, formas de trazar acordes entre esos n puntos sin que se crucen. Inspirados
en la representacion geométrica de los ritmos euclidianos [DGMM09], observa-
mos que este tipo de objeto combinatorio circular se presta naturalmente a una
interpretacion musical, al asociar ritmos y notas musicales a sus configuraciones.

2. Descripciéon del modelo

Definicién 2.1 (Ntumero de Motzkin). El ndmero de Motzkin M,, se define por

(2n+1)M,_1 + (3n—3)M,_»

Moy=M; =1, yparan>2, M,=
n+2

De esta definicién recursiva se deduce facilmente una implementacién en
Sonic Pi para calcular el n—ésimo ntimero de Motzkin:

define :motzkin_number do |n]|
return 1 if n <=1
return (
((2 * n + 1) * motzkin_number(n - 1) +
(3 * n - 3) * motzkin_number(n - 2)) / (n + 2)
)

end
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Este codigo refleja directamente la formula recursiva, llamando a los valores
anteriores para obtener M,,.

Definicién 2.2. Llamamos nimero de Motzkin-Euclidiano Mg ) al subcon-
junto de elementos enumerados por los niimeros de Motzkin M,, que representan
un ritmo euclidiano.

Ejemplo 2.3. Enumeramos a continuacion los elementos euclidianos en notaciéon
de subconjuntos ritmicos [DGMM 09, p.430] y en representacién binaria para
un solo acorde:

ME(2,3) = {072}3 = (1v07 1),

ME(2,4) = {072}4 - (1507 17O)a
ME(2,5) = {072}5 = (1707 13070)7
Mgen =10,3}7 = (1,0,0,1,0,0,0).

En el conjunto M g2 3y podemos considerar las rotaciones del patrén ritmico.
Por ejemplo, los subconjuntos {1,2}3 y {0, 1}3 representan distintas rotaciones
sobre 3 pulsos, donde cada ntmero indica la posicion de los eventos o golpes
dentro del ciclo.

Para Mgz 4y, el patrén {1,3}4 corresponde a la secuencia binaria

(07 17Oa 1);

indicando eventos en las posiciones 1 y 3 sobre un total de 4 pulsos.
En el caso de M E(2,5), encontramos varios patrones que representan diferentes
combinaciones de golpes:

{1,4}5 = (0,1,0,0,1),
{0,3}5 = (1,0,0,1,0),
(
(

{2,4}5 = (0,0,1,0,1
{1,3}5 = (0,1,0,1,0).

)
)
)
)

Ejemplo 2.4. Podemos asociar a cada elemento Motzkin-Euclidiano una inter-
pretacion melédica, es decir, una escala de n notas. Si tomamos n = 5, podemos
asociar una escala pentaténica mayor sobre Do, obteniendo asi (C, 0, E, 0,0) y sus

posibles rotaciones. Para n = 7, podemos asociar una escala diaténica o modal.
Por ejemplo, una escala Lidia sobre Re: M g2 7 = {0,3}7 = (D,0,0,G4,0,0,0).

Para el caso de dos acordes, es decir, k = 4, obtenemos un patrén ritmo-
melodia que, de forma equivalente, representa un acorde Amaj7:

ME'(4,7) = {05 3}7 = (17 0) 17 07 1a 07 1) = (A7 0) Cﬁ7 07 Ea 07 Gﬁ)

En total, se configuran los siguientes elementos Motzkin-Euclidianos, donde
r representa la rotacion en Sonic Pi:
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Mgun =10,2,4,6}7,7 =0,
Mgun =1{0,1,3,5}7,7 =6,
Mgun =1{1,2,4,6}7,7 =5,
Mpur = {0,2,3,5}7,7 =4,
Mguqn =1{1,3,4,6}7,7r =3,
Mgun =1{0,2,4,5}7,r =2,
Mgumn =11,3,5,6}7,r = 1.

Siguiendo el patrén constructivo de acordes sobre un mayor ntimero de puntos,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.5. Sea k,n € N, con k par. Dado un nimero Motzkin-FEuclidiano
ME(k ), existe un ritmo euclidiano para cada k < n, salvo rotaciones.

Demostracion. Consiltese las listas anteriores. A continuacién se presenta una
demostraciéon geométrica para los casos k =2,4 yn=2>5,7:
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3. Conclusiones

Las limitaciones del objeto radican en que, aunque podriamos tener acordes
de m notas para un ritmo de n pulsos, el nimero k se restringe a valores pares.
Por otro lado, segtin la premisa constructiva de M,,, podemos observar que
algunas operaciones, como la complementaciéon [GMTT09, p.19], requieren la
interseccién de acordes; por lo tanto, desde este punto de vista, dichas operaciones
quedan deshabilitadas.

En trabajos futuros, seria interesante investigar qué operaciones son factibles
de aplicar desde este enfoque geométrico y su implementacién computacional.
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